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1. Inleiding. 
Dit rapport bevat de statistische analyse van een expe~i-
ment betreffende de regeneratie van de lever van ratten. 
Wanneer bij een rat ongeveer 3/4 van de lever operatief 
verwijderd wordt, treedt een snelle groei van het overgebleven 
gedeelte op, zodat na een week het oorspronkelijke levergewicht 
bijna, doch niet geheel, hersteld is. 
Bovengenoemd experiment werd uitgevoerd om na te gaan of 
het terugbrengen, in fijngemaakte toestand, van het weggenomen 
levergedeelte in de buikholte, invloed uitoefent op het regene-
ratieproces. 
De gang van zaken was als volgt: 
Vier ratten van hetzelfde geslacht en vrijwel gelijk gewicht 
werden gelijktijdig en onder dezelfde omstandigheden geopereerd. 
Bij twee hiervan werd de fijngesneden lever weer in de buikhol-
te teruggebracht, bij de andere twee niet. 
Van deze ratten werd het gewicht van het weggenomen lever-
gedeelte bepaald. Na zeven dagen, doorgebracht onder gelijke 
levens- en voedselomstandigheden. werd van de overlevende rat-
ten de gehele lever verwijderd en gewogen, Deze gehele proef 
werd een aantal malen uitgevoerd. 
De ans gestelde vraag was, of er na zeven dagen een syste" 
matisch verschil in levergewicht is tussen de ratten, waarbij 
de fijngesneden lever weer in de buikholte is teruggebracht, 
en de ratten waarbij dit niet gebeurd is. 
2. Methode van onderzoek. 
2.1. Indeling van het materiaal. 
Bij het uitwerken van de gegevens kon geen gebruik gemaakt 
warden vnn het feit, dat de proeven gedaan zijn met groepen van 
vier ratten van gelijk geslacht en ongeveer gelijk gewicht, om-
dat uit bijna al deze groepen een of meer ratten gestorven 
zijn. 
De wenselijkheid van het werken met deze groepen staat ook 
nog niet vast, omdat verschillen in lichaamsgewicht en/of ge-
slacht der ratten nog geen verschillen in het gewicht van hun 
lever behoeven te veroorzaken. 
We onderscheiden daarom in hoofdzaak twee groepen ratten 
en wel: 
Groep I: De ratten, waarbij de lever in fijngemaakte toestand 
in de buikholte teruggebracht is en 
Groep II: De ratten, waarbij dit niet gebeurd is, en die dus bij 
dit experiment de controlegroep vormen. 
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Het beschikbare materiaal bestaat nu uit 21 ratten in 
groep I en 24 ratten in groep II, echter is in groep I slechts 
van 17 ratten het gewicht der weggenomen lever bekend en van 
20 dat van de lever na zeven dagen. Er is door de onderzoeker 
een correctie toegepast om een eventuele invloed van het ge-
wicht van de ratten zo goed mogelijk uit te schakelen. 
Deze correctie is verkregen door het relatieve levergewicht 
in te voeren. Hieronder verstaan wij het levergewicht per ge-
wichtseenheid van de rat. 
In een vooronderzoek werd nu nagegaan, of wij de groepen 
I en II zonder meer tegen elkaar kunnen toetsen om de in de in-
leiding gestelde vraag te beantwoorden. 
2.2. Vooronderzoek. 
Bij een vergelijking van de groepen I en II, wat betreft 
hun levergewicht na zeven dagen, moeten we rekening houden met 
de volgende factoren, die de uitkomst zouden kunnen betnvloeden: 
1e. het verschil in geslacht; 
2e. het verschil in lichaamsgewicht van de rat; 
3e. het verschil in het tijdstip waarop de proeven uitgevoerd 
werden; 
4e. het verschil in gewicht van de weggenomen lever. 
Voor we dus de groepen I en II vergelijken, zullen we eerst 
moeten nagaan of, en in hoeverre deze verschillen tussen de rat-
ten onderling invloed hebben op het levergewicht na zeven dagen. 
De vragen die zich hierbij voordoen zijn dus: 
Hebben de verschillen in bovengenoemde factoren 1nvloed op het 
resultaat? 
Zo ja, kan hiervoor gecorrigeerd warden, zodat de gecorrigeerde 
grootheden niet meer afhankelijk zijn van deze factoren? 
Opmerking. 
Bij het onderzoek van het materiaal wordt gebruik gemaakt van 
statistiGche methoden, die berusten op het toetsen van bepaalde 
hypothesen (zie bijlage S 47 (M 6)). Voor de speciale methoden, 




3,1.a. Invloed van het gGslacht. 
We beginnen met na te gaan of er verschil is tussen manne-
lijke en vrouwelijke ratten wat betreft hun gewicht. Hiertoe pas-
sen wij de toets van WILCOXON (zie bijlage S 47 (M 7)) toe en wel 
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op de ratten van de groepen I en II gezamenlijk. 
Deze toets is zodanig uitgevoerd, dat de waarnemingen be-
treffende de mannelijke ratten steeds corresponderen met de 
waarnemingen aangeduid met JS, ..... )~ in de bijlage, en de waar-
nemingen betreffende de vrouwelijke rat ten met Y,) . .. "J Yrn • Di t is 
ook het geval bij de a?dere toepassingen van de toets van WIL-
COXON in dit rapport, waarbij mannelijke met vrouwelijke ratten 
vergeleken worden, Indien het resul taat U> ½ rn n is, betekent 
dit, dat in het waarnemingsmateriaal in meer gevallen een manne-
lijke rat zwaarder is dan een vrouwelijke dan omgekeerd, Wan-
neer in het eerste geval de overschrijdingskans kleiner is dan 
0,05 hechten we aan dit resultaat de conclusie, dat de mannelij-
ke ratten systematisch zwaarder zijn dan de vrQuwelijke en dat 
het geconstateerde verschil niet aan het toeval kan worden ge-
weten. Als U ( ½m n is, geldt ui teraard het tegengestelde. 
De resultaten staan vermeld in tabel I. 
Tabel I 
"Uergeli.jking van manneli.jke en vrouwelijke ratten wat betreft ,_, 
hun gewicht 
u ½mn overschrijdingskans 
240 250 0,82 
Conclusie: 
We zien dus dater geen reden is om aan te nemen dater een ver-
schil bestaat tJs&en mannelijke en vrouwelijke ratt-en wat be-
treft hun gewicht. 
Wij zullen nu onderzoeken of er een verschil tussen manne-
lijke en vrouwelijke ratt~n is, wat betreft het levergewicht na 
zeven dagen. We passen weer de toets van WILCOXON toe en wel nu 
voor de groepen I en II apart, omdat het verschil in behandeling 
tussen de beide groepen invloed op het levergewicht kan hebben. 
De bedoeling van de aparte behandeling der twee groepen is, deze 
(eventuele) invloed bij het onderzoek van het onderhavige punt 
te elimineren. De resultaten voor deze twee groepen worden gecom-
bineerd op de in bijlage S 102 (M 17b) aangegeven wijze. (We kie-




Vergelijking van mannelijke en vrouwelijke ratten wat betreft 
het levergewicht na zeven dagen 
groep u ½mn overschrijdingskans 
I 53 50 o,84 
II 70 70 1,--
jgecombineerd o,88 
Er is dus ook geen reden om aan te nemen, dater verschil 
is tussen mannelijke en vrouwelijke ratten wat betreft hun le-
vergewicht na zeven dagen. 
Conclusie: 
Er is geen verband gevondert tussen het geslacht en het lichaams-
gewicht van de rat, evenmin tussen het geslacht en het leverge-
wicht na zeven dagen. 
Bij het verdere onderzoek hebben wij daarom voorlopig geen 
onderscheid meer gemaakt tussen mannelijke en vrouwelijke rat-
ten. 
3.1,b. Invloed van het lichaamsgewicht. 
Vervolgens onderzoeken we of er verband bestaat tussen het 
gewicht ✓an de rat en het levergewicht na zeven dagen. 
We passen daartoe de methode der rangcorrelatie (zie bij-
lage S 47 (M 13)) toe en wel voor de groepen I en II apart. De 
resultaten voor de twee groepen warden weer gecombineerd zoals 
is aangegeven in bijlage S 102 (M 17b) en staan vermeld in ta-
bel III. (We nemen weer c,::::. 7vI . ) 
Tabel III 
Onderzoek naar een verband tussen het gewicht van de rat en het 
levergewicht na zeven dagen 
groep s overschrijdingskans 
I + 88 0,004 
II + 72 0,07 
gecombineerd 0,001 
Conclusie: 
Uit tabel III zien we dater een verband bestaat tussen het ge-
wicht van de rat en het levergewicht na zeven dagen en, aangezien 
de gevonden waarden van£ beide positief zijn, dat dit leverge-
wicht in het algemeen grater is naarmate het.gewicht van de rat 
" 
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groter is. Ter illustratie van dit verband diene figuur 1. 
Figuur '1. 
Het gewicht van de rat en het levergewicht na zeven dagen 
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De vraag .doet zich nu voor, of de door de onderzoeker ge-
bruikte correctie, die bestaat uit het werken met het relatieve 
levergewicht in plaats van het absolute_, deze afhankelijkheid op-
heft, 
Om dit na te gaan toetsen we _de onafhankelijkheid van het 
gewicht van de rat en het relatieve levergewicht na zeven dagen. 
Tabel IV 
Onderzoek naar een verband tussen het gewicht van de rat en het 
relatieve levergewicht na zeven dagen 
groep s overschrijdingskans 
I 
- '14 o,67 




We zien dus dater geen reden is om aan te nemen, dater een 
verband bestaat tussen het gewicht van de rat en het relatieve 
levergewicht na zeven dagen. De nu ontstane situatie wordt ge-
illustreerd door figuur 2. 
Figuur 2. 
Het gewicht van de rat en het relatieve levergewicht nsi '1 diagen 
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Gaan we nu het relatieve levergewicht na zeven dagen ge-
bruiken om de groepen I en II te vergelijken, dan zullen we 
X 
eerst moeten nagaan, of mannelijke en vrouwelijke ratten op dit 
punt niet verschillen; in dat geval zouden we mannelijke en vrou-
welijke ratten apart moeten onderzoeken. 
Deze vergelijking geschiedt wederom met de toets van WIL-
COXON (zie tabel V). 
-7-
Tabel V 
Vergelijking van mannelijke en vrouwelijke ratten wat betreft 
het relatie~e levergewicht na zeven dagen 
groep u ½mn overschrijdingskans 
I 48½ 55 o,67 
II 74 70 o,84 
gecombineerd o,88 
Conclusie: 
Op grond van dit resultaat is er geen aanleiding om onderscheid 
te maken tussen mannelijke en vrouwelijke ratten wat betreft 
het relatieve levergewicht na zeven dagen. 
3,1,c, Invloed van de proefdata. 
We zullen nu onderzoeken of er een verband bestaat tussen 
de datum waarop de proef is uitgevoerd en het relatieve lever-
gewicht na zeven dagen. Hiertoe wordt, weer voor de groepen I 
en II apart, de methode der rangcorrelatie toegepast. De resul-
taten vo,,r de twee groepen warden gecombineerd zoals boven is 
aangegeven. We vinden dan: 
Tabel VI 
Onderzoek na2r een verband tussen proefdatum en relatief lever-
gewicht na zeven dagen 
groep s overschrijdingskans 
I - 21 0,53 
II - 6 o,88 
gecombineerd 0,59 
Conclusie: 
We vinden geen verband tussen proefdatum en relatief leverge-
wich na zeven dagen. 
3,1.d. Invloed van het gewicht van de weggenomen lever. 
Wij zullen nu nog onderzoeken of er een verband is tussen 
het relatieve levergewicht na zeven dagen en het relatieve ge-
wicht der weggL;1omen lever. We passen weer de methode der rang-
correlatie toe voor de groepen I en II apart en combineren de 
resultatLn zeals boven aangegeven. 
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Tabel VII 
Onderzoek naar een verband tussen relatief levergewicht na zeven 
dagen eQ relatief gewicht der weggenomen lever 
groep s overschrijdingskans 
I + 34 O, 16 
II + 46 o, 26 
~ecombineerd 0,08 
Conclusie: 
In tabel VII kunnen we, wegens de betrekkelijk kleine waarde 
van de gecombineerde overschrijdingskans, een (zeer zwakke) aan-· 
wijzing zien voor de mogelijkheid dat het relatieve levergewici1t 
na zeven dagen positief gecorreleerd is met het relatieve ge-
wicht der weggenomen lever. Deze correlatie zou b.v. kunnen ont-
staan, doordat er bij elke operatie naar gestreefd is, 3/4 van 
de lever weg te nemen, zodat er van ratten met een relatief gra-
te lever in verhouding tot het lichaamsgewicht meer weggenomen 
wordt dan van ratten met een relatief kleine lever, terwijl na 
een week ook de ratten, die oorspronkelijk de grootste levers 
hadden weer grotere hebben dan de ratten, die oorspronkelijk 
kleine hadden. De situatie wordt gefllustreerd door figuur 3. 
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Figuur 3. Relatief levergewicht na zeven dagen en relatief 
gewicht weggenomen lever. 
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3.1.e, Vergelijking van de relatieve gewichten van het wegge-
nomen deel van de lever. 
Indien wij rekening willen houden met de mogelijkheid, dat 
dit verband inderdaad zou bestaan, is ?et van belang na te gaan 
of de te vergelijken groepen I en II systematisch verschillen 
in het relatieve levergewicht bij het begin van de proef. Is dit 
nl. het geval, dan zou een verkeerde conclusie bij de vergelij-
king van de groepen I en II het gevolg kunnen zijn. 
De vergelijking van de relatieve levergewichten werd uitge-
voerd met de toets van WILCOXON, waarbij nu de getallen 
x." ..... 1 Xvi uit bijlage S 47 (M 7) corresponderen met de waarne-
mingen van groep I en /J :; .. ".! Yrvi met die van groep II. U ) ½'r<\ v-, 
betekent nu dus, dat de waarnemingen in groep I systematisch ho--
ger liggen dan in groep II en v.v. 
Tabel VIII 
Vergelijking der groepen I en II wat betreft het relatieve ge-
wicht der weggenomen lever 
u ½mn overschrijdingskans 
219 204 0,70 
Conclusie: 
Er is geen reden om aan te nemen dater een verschil is tussen 
de groepen I en II wat betreft het relatieve gewicht der wegge-
nomen lever. 
J.2. Vergelijking van de relatieve levergewichten der groepen 
I en II na zeven d8gen regeneratie. 
Op grand van het vooronderzoek is het gerechtvaardigd de 
relatieve levergewichten van de groepen I en II na een week re-
generatie met elkaar te vergelijken met behulp van de toets van 
WILCOXON. Het resultaat vindt men in tabel IX. 
Tabel IX 
Vergelijking der groepen I en II wat betreft het relatieve lever-
gewicht na zeven dagen. 
u ½mn overschrijdingskans 
391 252 ( 0,002 
Ui t tabel VIII bli jkt ( aangezien LL) ½m nis) dat het relatieve 




Uit de kleine overschrijdingskans, die hier gevonden wordt, con-
cluderen wij, dat inderdaad het relatieve levergewicht na zeven 
dagen regeneratie bij de ratten van groep I grater is dan van 
groep II. Tezamen met de resultaten, samengevat in de tabellen 
VII en VIII, leidt dit tot de conclusie, dat dit systematische 
verschil een gevolg moet zijn van de invloed van het terugbren-
gen van het weggenomen levergedeelte in de buikholte. 
Ten slotte werd, om een indruk te krijgen van het quanti-
tatieve verschil tussen de groepen I en II, voor beide groepen 
het gemiddelde relatieve levergewicht voor en na de proef bere-
kend, waarbij dit gewicht voor de proef geschat werd op 4/3 van 
het relatieve gewicht van het weggenomen levergedeelte. De uit-
komsten staan vermeld in tabel X. 
Tabel X 
Gemiddelde relatieve levergewichten 
gemiddelde rela- geschat gemidde~ gemiddelcte rela-
tieve gewicht van de relatiev~ ge- tieve gewicht van 
groep het weggenomen wicht van de oor- de lever na zeven 
gedeelte van de spronkelijke le- dagen regeneratie 
lever ver 
I 4,90 6,53 6,93 1) 
II 4,82 6, ~-3 6,05 
Uit tabel X zien we dat de aangegroeide lever in groep I 
gemiddeld grater is dan het geschatte gemiddelde bij het begin 
van de proef. Daar wel11cht de mogelijkheid bestaat, dat in wer-
kelijkheid gemiddeld meer dan 3/4 van de lever weggenomen is 
aan het begin van de proef, kunnen wij op dit punt niet tot een 
definitieve conclusie komen. Het waarnemingsmateriaal biedt niet 
de mogelijkheid om deze vraag nader te onderzoeken. Daarvoor 
zou een andere proefopzet nodig zijn. 
1) Het g~middelde relatieve gewicht van de lever na zeven dagen 
bij groep I is slechts berekend over de 17 ratten, waarvan 
ook het gewicht van de weggenomen lever bekend is. 




Algemene__ggng van zaken bij_pet toetsen van een l) 
_hypothese. 
De toetsing van een hypothese c./f; berust steeds op een aan-
tal waarnemingen ~ , .x.2 , ••• , ~ van een of meer st ochastische 
grnotheden2 ), of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee 
steekproeven). 
Bij een toets behoort een toetsingsgrootheid ~ (soms meer 
dan een), die een functie is van bovengenoemde stochastische 
grootheden en die, voor de waargenomen waarden ~ , ~i;. 9 .- •• , ~-
een waarde aanneemt, die berekend kan worden (bv.~ het gemid-
delde der waarnemingen, of de spreiding, r(lf het verschil van 
de gemiddelden van twee waarnerningen). 
De toetsingsgrootheid wordt steeds zn gekozen, dat men, op 
grond van de onderstelling, dat~ juist is, de waarschijnlijk-
heidsverdP.1 ing van deze grootheid kan berekenen. 
Vervolgens kiest men een verzameling Z van mogelijke uit-
komsten van~ , en wel op zodanige wijze, dat de kans, dat !i-
een in Z gelegen waarde aanneemt, onder de hypothese c.:M.-::.;' , gelijk 
is aan een gegeven get al cl , zed at Z dus van a: afhankelijk is ! 
Z heet de kritieke zon~ van de toets, Ci de onbetrouwbaarheids-
drempel (Engels: level of significance)~ Voor Cl:" neemt men 
veelal de waarde 0,05 of 0,01. 
Hen verwerpt nu ct% op grand van de waarnemingen x:, 9 _,z.z., 9 
• • • 9 ~ 9 indien de bij deze waarne minge n behorend e waarde 
van u in Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen, 
dat het resultaat van het experiment "significant 11 is. De waar-
de van d moet dan echter worden vermeld. De kans, dat di t zal 
gebcmren, is, indien ,;~ juist is, gelijk aan. at. Derhalve is 
Q(, de kans op ten onrechte verwerping van de j~iste hypothese, 
ook de kans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien 
rr.en deze method~ toepast, met d = c,05 resp. 0 9 01 9 zal men in 
gemiddeld ongeveer een op 20 resp. op 100 van de gevallen, 
waarin de hypothese die men toetst juist is 9 deze toch verwerpen. 
---- I 
1) Di t memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft 
niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een 
waarschij nlijkhe idsverdeling bezi t 9 of, anders grezegd 9 een groot-
heid, di(3 voor de elementen van een colle ctie ( univer§_um, J:2.QE_Ula-
tie) gedefinieerd is en daarop a llerle i waarden aanneemt. Sto-
cho.stische;- grootrwduL '-rord,m a~'._n0 ogev'-'n door 2..n.:J:.s_r.s:t.r..t.:.iJJ2.:'c..~ .. 
letters. 
3) • '0'"1r• I ·:;·n iJ J1 i.:i ~.-.(.,!..l,, 
,,. 
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De toetsingstheorie biedt in het algemeen geen moge lijk-
heid om tot aanvaa:rding van een hypothese te komen. Indien 
.y_p' 
een bepaalde hypothese c-t-0 niet verworpen kan warden, is dit 
gewoonlijk met een hele verzameling van hypothesen tegelijk 
het geval. Niet-verwerpen staat dus niet gelijk met aanvaarden. 
Wel zal men vaak in de loop van een statistischo analyse 
bepaalde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de 
verdere analyse van nut zijn, toetsen, alvorens ze bij de 
verdere bewe:cking van het materiaal te gebruiken. Worden zij 
dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo 
verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat een 
grote afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt. 
Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarloost 
men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte, 
die echter niet zo groot zijn, dat zij door de toets zijn 
ontdekt. 
Vele toetsen gelden zelf alleen onder bepaalde onderste1-
lingen omtront de waarschijnlijkheidsverdelingen der stoc~qs-
tische grootheden, waarvan waarnemingen zijn verricht. Deze 
nevenvoorwaarden dienen steeds ui tdrukksliJ k, te word en ver-
meld en, zo mogelijk, zelf te warden getoetst. 
In plaats van de onbetrouwbs.FJrheidsdrempel ot wordt vaak 
bij de ui t slag van een t oetsing de ove rschri,jdingskans '-/?----o-p-
gegeven; di t is de kleinste waarde van a:' .1 , waarbij in het 
betrokken geval, nog tot verwerping van 6£:; zou zijn ovorgegan.n; 
anders gezegd: de kleinsto o<., , wa;1.rvoor de gevonden waarde 
der toetsingsgrootheid nog juist in de (bij O:'.'.- behorende) 
kritieke zone Z ligt. Wordt dus de WQ:arde -l ~gg_gevG:Q __ ~~ 
werkt men met onbetrouwbaarheidsdrempel _cx'.- _ 1 _dan_wordt 
verworpen 2 J:_ndiel} ~,t ~ «, is. 
Voor het onderscheid tussen een- en tweezijdige toetsi~C 
en de keuze tussen deze twee mogelijkheden vergolijke men bv. 
de twGede hieronder gegeven litteratuurplaats. Wij moeten hi•:::r 
volstaan met de opmerking, dat eenzijdige toetsing veela7. 
,t.14 
eGrder tot verwerping van c:n;'leidt 1 maar dat deze slechts -n--
der bi~zondere omst~ndigheden kan worden toegepast. 
Litteratuur~ 
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Statistische Afdeling 
Rapport S 102 (M 17b) 
Het combineren van onafhankelijke toetsen (aanvulling) 1). 
In memorandum S 73 (M 17a) wordt een methode voor combi-
natie van onafhankelijke toetsen behandeld, waarbij het nodig 
is de overschrijdingskans van iedere toets te bepalen. In vele 
gevallen kan men de combinatie oak direct op de afzonderlijke 
toetsingsgrootheden baseren en dit verdient zelfs de voorkeur. 
Wij beschouwen hier het 3eval, dat een bepaalde toets meet 
warden toegepast op een heterogeen materiaal. Dit materiaal 
wordt dan eerst verdeeld in h homogeen geachte groepen. Het 
aantal wa2rnemingen van de ie groep zij "~ en de toetsings~ 
,.., 
grootheid ~l ~). Laat verder gegeven zijn, dat de verdeling 
van '!:_, ender de getoetste hypothese ( voor de i e groep a,mge-
duid door 1-1 l ) voor grate n i.. asymptotisch normaal 3) is, met be-
kende verwachting /i.. en belcende spreiding O\ . Aan deze voor-
waarden is o.a. voldaan, indien wij te doen hebben met toetsen 
van WILCOXON, rangcorrelatietoetsen van KENDALL of SPEARMAN, 
tekentoetsen enz. 
WiJ toetsen met al de hier te behandelen gecombineerde mc-
thoden de hypothese H, dat voor iedere·groep de desbetreffcn-
de hypothcse H~ geldt, terwijl de groepen onderling onafhanke-
lijk zijn. De toetsen verschillen echter ten aanzien van de 
alternatieve (van H afwijkende) hypothesen waarvoor zij gevoe-
1 . 4) . ig z:.Jn. 
De meest gebruikelijke toetsingsgrootheden van gecombi-
neerde toetsen zijn van de gedaante: 
h 
T ==f cL(ic/;_) 
waarin dc letters ci. ( t..::::.1 1 2., ..... ,h) constanten voorstellen, 
die voor ieder van de combinatiemethoden op een bepaalde wijze 
1) Dit memorandum dient slechts ter ori~ntatie en streeft nict 
naar vollcdighcid of vollcdige cxactheid. Het is bedoeld als 
cen aonvulling op Rapport S 73 tM 17a). 
2) De onderstreping gecft aan dat ccn toetsingsgrootheid sto-
chastisch is, d.w.z. een waarschijnlijkheidsverdeling bezit. 
3) Dit houdt in dat 1~ een waarschijnlijkheidsverdeling hcaftJ 
Oie ala nL toeneemt, st~cdG mind~r van ccn normalt v0rd~ljnG 
(v~rd~ling van Gauss) afwijkt. · 
4) Ecn to~ts van hypoth~sc H is gcvoclig ten opzichte van ecn 
alternati~v~ hypothcse H1 • als de kans dat H verworp6n 
wordt, indien H1 juist is, groat is 
- 2 .. 
gekozen word.en, Onder de hypoth..,.se- H zal T asymptot isch ( voor 
grate h en/of grote ni. ) normaal verdeeld zijn met verwachting 
0 en spreiding er=/~ c} er;~ De dubbele ovcrschrijdingskans fu L \, 
van 1:;;en gevonden waardt: T van T is dus bij bcnad(;;ring gelJ.jk 
a2n: f e-½•' 
I ~ I 
en kan bopaald warden met behulp van een tabel van de normale 
vordcling. Indien de dubbele overschrijdingskans kleiner is 
dan de onbetrouwbaarhcidsdrempel ~ , zal men H verwerp.:,n, 
WiJ gcvcn hier 3 combinatiemethoden van dit type: 
Mcthode '1: l'.'. 1 :: C.t. ~ ..... ·=- c,,;::. 1. 
dus: I = t. i, - t, /'-' , IT ~ if.:;; 
Methode 2: 
dus: T 
Methode 3: c 1 =.-1- c = .J.... 
n, • Z "'.t. 
h 
dus : T = L L -fa&. 
i.::I h~ 
I C ::i-
, ..... , h nh 
---
(!" =- I tc11 t 
l:I 11{ 
Deze methoden zijn alleen gevoelig ten aanzien van altcr-
natieve hypothesen volgens welke de grootheden t~ verdeling~n 
hebbeon die, voor zover zij afwijken van de ver.delingen ender 
de cori"csponderende hypo the sen H", di t over het algemeen in 
dezelfde richting doen. Men zal den methode 1 bij voorkeur 
toepassen als men aan de ~i.. met een kleine spr€iding ( in d8. 
regel zullen dat de ii van kleine groepen zijn) een geringer 
... 
gewicht wjl toekennen dan aan de ~i met een grate spreiding. 
De methoden 2 en 3 zijn te gebruiken als men aan de verschillen-
de groepen waarnemingen, ongeacht hun grootte, een ongeveer 
gelijke invloed op het resultaat wil toekennen. De keuze tus-
sen deze twee methoden hangt verder van hier niet te behandelen 
theoretische overwegingen af (zie literatuur ['1]). 
Indien men verwacht dat mogelijke verschuivingen van de 
verdelingen der i. in beide richtingen kunnen liggen, verdient 
-l 




Deze grootheid is ender de hypothese H asymptotisch ver-
deeld volf.;ens een :{2 -verdoling met h vrijheidsgraden. De over-
schrijdings\cans van een gevonden waarde van deze grootheid kan 
dus met behulp van een tabel van de ~~-verdeling bepaald war-
den. 
De toets, behandeld in memorandum S 73 (M 17a) par. 1, 
waarbij men het product van linkszijdige en product van alle 
rechtszijdige overschrijdingskansen bepaalt en het kleinste 
van deze twee producten gebruikt, heeft betrekking op dezelfde 
gevallen als de hier behandelde methoden 2 of 3, terwijl de 
methode, behandeld in S 73 (M 17a) par. 2, berustend op het 
product van de tweezijdige overschrijdingskansen, meer over-
eenkomt met methods 4. Men mag echter verwachten, dat, zo aan 
de asymptotische normali tei t der l. voldaan is, de in di t 
-L 
memorandum behandelde methodenscherper zijn dan de toetsen 
behandeld in S 73 (M 17a). 
Literatuur: 
1 C.van Eeden, Methoden voor het vergelijken, toetsen en 
schatten van onbekende \,cansen, Rapport S 115 
(M 45) van het Mathematisch Centrum (1953). 
2 - -- ---; Trendtoets met behulp van rangcorrelatie, 
Memorandum S 73 (M 13a), (Voorbeeld van toe-
passing van methode 1.) 
3 Dr J.Hemelrijk, Het combineren van onafhankelijke toetsen, 
Memorandum S 73 (M 17a). 
Mathematisch Centrum, 




De toets van Wilcoxon. 1 ) 
Maart, 1952. 
Deze methode dient tot het toetsen van de hypothese H0 , in-
houdende, dat twee steekproeven x1 , ... ,xn en y1 , ... ,ym af-
komstig zijn uit een collectie (ook wel populatie of universum 
genaamd). 
Voor het toetsen van de hypothese H0 wordt gebruik gemaakt 
van een toetsingsgrootheid Q 2), die als volgt uit de waar-
nemingen berekend wordt. Onderstellen we, dat de waarnemingen 
x1 , •.. ,xn en y1 , ... ,ym naar opklimmende grootte gerangschikt 
zijn, dan bepalen we eerst het aantal waarnemingen uit de 
tweede steekproef, dat kleiner is dan de kleinste waarneming 
x1 uit de eerste steekproef (bij gelijkheid telle~ wij ½ in 
plaats van 1). Noem dit aantal v1 . Vervolgens wordt het aan-
tal waarnemingen uit de tweede steekproef bepaald, dat klei-
ner is dan de op een na kleinste waarneming x2 uit de eerste 
steekproef (bij gelijkheid wora.t weer 2er ½ in plaats van 1 
geteld). Dit aantal noemen we v 2 . Evenzo warden met betrekking 
tot x3,x4, ... ,xn de aantallen v3,v4, ... ,Vn bepaald. De waarde 
U van de toetsingsgrootheid U wordt voor de twee steekproeven 
dan gegeven door 
U=V1+v2+ ... +vn. 
Wanneer onder de waarnemingen niet te veel gelijken voorkomen, 
kan bewezen warden, dat de toetsingsgrootheid Q onder de 
hypothese H0 voor grote waarden van n en m (beide~ 10) bij 
benadering een normale verdeling bezit. De waarnemingen 
x 1 , •.. ,xn en y1 , ... ,ym tezamen genomen vallen uiteen in een 
aantal groepen van gelijke waarnemingen. Noem het aantal van 
deze groepen k, dan is k minstens 1 (als alle waarnemingen 
gelijk zijn) en hoogstens m+n (als alle waarnemingen ver-
schillend zijn). 
1------------------------------------------------------------) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en 
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
2 ) Stochastische grootheden worden door onderstreping aan-
geduid. 
iif 
Zijn t 1 , ••. ,tk de aantallen waarnemingen in deze groepen van 
gelijken, dan warden het gemiddelde ,/--" en de variantie er 2 
van de toetsingsgrootheid Q gegeven door 
en 




De grootheid ?(Q) is dus onafhankelijk van de waarden vast. 
Indien de hypothese H niet vervuld is, zal de grootheid U 
0 -
grate of kleine waarden bezitten, al naar gelang y systema-
tisch kleiner of grater is dan ~-
De (tweezijdige) toets bestaat nu 
werpt indien de gevonden waarde U 
wijkt, d.w.z. als 
daarin, dat men H0 ver-
van Ute sterk vanµ,,- af-
,,,,. 
waarin cl... de onbetrouwbaarheidsdrempel is en f « volgt uit 
~ 
1 ; _lx2 l 
-- e 2 dx= 2 d... , 
\[2n. .icx 
en in een tabel van de normale verdeling kan warden opge-
zocht. 
De (tweezijdige) overschrijdingskans k, behorende bij T, 
is gedefini~erd als 
Q) 
2 j _lx2 k= -- e 2 dx 
\/27ru-µ, I 
.\ cf 
en kan ook in eenttabel van de normale verdeling warden ge-
vonden. 
Bij eenzijdige toetsing wordt ol... door 2 0( vervangen, resp. k 
gehalveerd. 
Een bijzonder geval van het bovenstaande is, dat onder de 
waarnemingen voor x en X in 1 t geheel geen gelijken voorkomen, 
In dat geval kan de uitdrukking voor de variantie herleid 
warden tot 
cl-= ,b- nm(n+m+l). 
I-----------------------------------------------------------) Deze formule is een door T.J.Terpstra ~egeven vereenvou-
diging van de door J.Hemelrijk([5J en L7J) afgeleide for-
mule. De afleiding van deze vereenvoudigde formule zal nog 
gepubliceerd warden. 
2 ) Deze formules berusten op de normale benadering van de 
verdeling van Q. 
3. 
Indien n en m kleiner zijn dan 10, zijn tabellen beschikbaar 
voor het berekenen van de overschrijdingskans k voor de uit 
de steekproef bepaalde waarde U van U (zie C2]-en [4]). 
Dergelijke tabellen bestaan echter niet voor het geval, dat 
gelijke waarnemingen opt red en. 
Opmerking, Men kan gemakkelijk bewijzen, dat de variantie van 
Q door het optreden van gelijke waarnemingen vermindert. Het 
verschil, dat door deze gelijken optreedt, is echter in het 
algemeen gering. Men kan daarom in eerste instantie deze cor-
rectie op O 2 verwaarlozen. De overschrijdingskansen, die men 
dan vindt, zijn iets te groat. 
Litteratuur: 
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4 H.R.van der Vaart 
5 H.R.van der Vaart 
6 D.van Dantzig 
7 J.Hemelrijk 
Individual comparisons by ranking 
methods, Biometrics l (1945), p,80-83. 
On a test of whether one of two 
random variables is stochastically 
lar~er than the other, Amer,Math,Stat. 
18 (1947),p. 50-60.' 
Some remarks on the power function of 
Wilcoxon 1 s test for the problem of 
two samples, Proceedings van de Kon. 
Ned,Ak.v.Wet., 53 (1950),p. 494-520. 
Gebruiksaanwijzing voor de toets van 
Wilcoxon, met tabellen voor n en milO, 
Rapport s32 (M4) (1950). 
De toets van Wilcoxon voor het pro-
bleem van twee steekproeven. (Cursus 
11 Parametervrije Methoden 11 , 1951- 1 52). 
Kadercursus Mathematische Statistiek, 
Math. Centru_w, Amsterdam (1947- 150), 
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1, Beschrijving van_de_methode. 
De door M.G. Kendall ontwikkelde methode der rangcorre-
latie is toepasbaar op de volgende situatie: 
De stochastische grootheden x en~ bezitten een si-
multane verdeling. Over deze verdeling zelf behoeft niets on-
dersteld te warden. 
( XpY i) ( i = 1 1 , •• ,n) , zijn onafhankeli jke waarnemings-
















Wij zeggen dat de waarnemingsparen (xi,yi) en (xjlj) 
£OSitief gecorreleerd zijn, als de volgorde van xi en xj het-
zelfde is als die van y. en yj (bv. x1 < x. en y. < y.); zij 1 J 1 J 
zijn negatief gecorreleerd als de volgorde van xi en xj tegen-
gesteld is aan de volgorde van y. en y. (bv. x. > x. en 
1 J J. J 
yi < yj) en zij zijn niet gecorreleerd als xi= xj of yi= yj. 
In tabel 1 hebben wij van alle tweetallen (xi,yi) en 
(xj,yj) uit ons voorbeeid nagegaan of zij positief, negatief 
dan wel niet gecorreleerd zijn. Een positieve correlatie is 
aangeduid met +1, een n~gatieve met -1, terwijl het ontbreken 
van correlatie wordt aangegeven door een o. 
De toetsingsgrootheid van de methode van rangcorrelatie 
is nu het aantal positief gecorreleerde tweetallen verminderd 
met het aantal negatief gecorreleerde, of wel de som van de 
getallen 1 die in tabel 1 in de kolom "correlatie" voorkomen. 
De verdeling van§_ voor het geval dat x en~ onafhankelijk 
zijn is bekend (zie § 2). De hypoth&se dat ~en~ onafhankelijk 
1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft 
niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
- 2 -
Tabel 1 zijn, kan dus getoetst worden, 
Berekening van s Is de hypothese van onafhanke-
lijkheid niet vervuld, dan is de 
waarschijnlijkheid van grote posi-
tieve of grote nc,gatieve waarden 
van S groter, dan wanneer dit wel 
het geval is. De kritieke zone is 
daarom van de vorm \S \ -:::_ S O , en 1 ,i j 
eenzijdige toetsing van de vorm 

































s = +5 
S?;. S~ (rechtszijdige toetsing) o~ 
,§ ~ S~ ( linkszijdige to et sing). 
2. Verdeling __ van S als x en -:I.. onafhankelijk_zi~_n. 
Als er _noch bij de x. noch bij de y. gelijke waarden 
l -- J 
voorkomen kunnen wij gebruik te maken van exacte tabellen, 
die voorkomen in [1] pg 141 (n = 4 t/m,10) en in [2] (tables 
I ~.nd II, n = 4 t/m 40). BovE:ndien vindt men in I 2 J table III 
de kleinste waarden van~, waarvan de overschrijdingskansen 
onder de hypothese van onafhankelijkheid hoogstens gelijk zijn 
aan ~ voor <X = 0,005; 0,01; 0,025; 0,05 en O, 10 en 
n = 4,5,6, •. ,,40. 
Als er bij de x. 6f bij de v., doch niet bij beide tweu-
-1 ll-1 
tallen of drietallen gelijken voorkomen, kan men voor n ~ 10 
gel•:"uik maken van de tab el van Silli tto [ 4 J . S 
Voor grote waarden van n is de verdeling van ::.... (waarm 
er§ 
at de spreiding van Sis, die uit een hieronder op te geven 
formule berekend kan worden) bij benadering normaal met ge-
middelde Oen spreiding 1, Hiervan kunnen we gebruik maken 
om de hypothe~r- ~ri:ir 0nafhankelijkhr:;id te toetsen in de geval-
len waar de exacte verdeling :niet getabelleerd is. Dit g8~ 
schiedt dan, door in u:n tabel van de normale verdeling de 
- 3 -
overschrijdingskans op te zoeken, die behoort bij de gevon-
den waarde va1: -2 
i ~:-· 
Om u ~ te berekenen, nemen W1J in de rij der waarnemingen 
xi de gelijke waarnemingen in groepen bij elkaar. De aantallen 
waarnemingen in die groepen duiden wij aan met th, waarin 
h: 1,2, .. ,,k1• Evenzo doet men in de rij der waarnemingen 
yj' waar we de overeenkomstige aantallen aanduiden met ut 
waarin.,{ = 1 ,2, •.. ,k2 • Cls kan dan gevonden worden uit de 
volgende formule: 
~-n ons voorbeeld van § 1 komt in de rij xi efn tweetal 
gelijken(dus k 1=1 en t 1=2) en in de rij yj een drir:•+87 0" .,_.: -;,":·. 
(k2= 1, u1 = 3) voor. Dus geldt: 
t 1 (t1- 1)(2t1+ 5) = 2.1.9 = 18 
u1 (u1- 1)(2u1+ 5) = 3.2.11 = 66 
t 1 ( t 1 - 1 ) ( t 1 - 2 ) : () l ( . 1 } ( . '.i · · - 1: 
t 1 (t1- 1) = 2,1 = 2 
u 1 (u1- 1) = 3.2 = 6 
n(n-1)(2n+5) = 6,5.17 = 510 
n(n-1) = 6.5 = 30 
zodat: 
er~= k { 510-18-66} + k x 2 x 6 = 23,87 
en us = 4,8~ is. 
Als alle t 11 en alle ul gelijk Zf'fJ.1m1 en er dus in g8on 
van beide rijen gelijken voorkomen, gaat formul8 (2) overing 
(2) Cf 5 = \l+a- n(n-1) (2n+5)1 
Een tabel van deze f~nctie voor n = 40,41 , ••• ,100 vind~ 
men in f 2] (table IV) • 
- 4 -
3. Ran~correlatiecoefficient ___ _ 
Als maat voor de correlatie iTI . de rij van waarnemings-
paren (x1 ,y1 ), ••• ,(xn,Yn) heeft Kendall de coefficient 1 
gedefinieerd, die+ 1 is als de volgorden der waarnemingen 
in beide rijen x1 , ••• ,xn en y1 , ••• ,yn volledig overeenstemmen 
en -1 is, als deze volgorden volkomen tegengesteld zijn. De 
defini tie van -r is~ 
(3) 
Als er in geen van beide rijen gelijke waarnemingen 
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